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MATHÉMATIQUES

Dans tout le problème, α désigne un nombre réel strictement positif.

(1) Montrer que l’intégrale impropre ∫
0

+∞
tα−1 e−t d t est convergente.

On note Γα = ∫
0

+∞
tα−1 e−t d t, et on rappelle que Γ1/2 = π .

On pose, pour x ∈ R+ :

Fαx = ∫
0

+∞
tα−1 e−t cosxtd t et Gαx = ∫

0

+∞
tα−1e−t sinxtd t.

(2) Démontrer que Fα et Gα sont définies et de classe C1 sur R+, et déterminer Fα
′ et Gα

′.

On pose, pour x ∈ R+ :

Hαx = ∫
0

+∞
tα−1 ei x−1t d t.

(3) Vérifier que Hα est définie et de classe C1 sur R+ , déterminer Hα
′ ,

et montrer que Hα est solution sur R+ de l’équation différentielle E :
x + i y ′ = −αy .

(4) a) Calculer une primitive de x  1
x + i

.

b) Résoudre l’équation E.
c) En déduire que : Hαx = Γαx2 + 1−α/2 e i αarctan x.

(5) a) Soit u ∈ R. Simplifier cosarctan u.
(On pourra utiliser une relation entre cos2 et tan2.

b) En déduire que, pour x ∈ R+, on a : cos 1
2 arctan x =

1 + x2 + 1

2 1 + x2
.

Calculer aussi sin 1
2 arctanx pour x ∈ R+.

(6) À l’aide des questions précédentes, calculer, pour x ∈ R+, les intégrales :

I = ∫
0

+∞ e−t cosxt
t

d t et J = ∫
0

+∞ e−t sinxt
t

d t.


