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MATHEMATIQUES

Changement de I’ordre des termes d’une série convergente

On considere une série convergente [u,],>0 de nombres réels et o une bijection de N dans N.
On se propose d’étudier la convergence de la série [u5(,)] >0
n 0

n
Onpose,pourn € N: S, =D> ui, S= Dty , vy =gy et Ty =D v;.
i=0 n=0 i=0

(1) Dans cette question, o est définie par 6(2n) = 2n+ 1 eto(2n+ 1) = 2npourn € N..
a) Exprimer T2, et T2,+1 a ’aide de Sz,1; . Qu’en déduisez-vous ?

o1, 11, 1
b) Calculer : s 3 it Tt et

(2) On suppose dans cette question que la série [u,],>0 est a termes réels positifs.

On veut démontrer que la Série [ts(]nz0 CONVErge et que : D gy = D Un -

n=0 n=0

.....

b) En déduire que la série [v,],=0 converge et que > v, < §.
n=0

0

o0
¢) Montrer que : v, = > u, (considérer o).

n=0 n=0
. 1 1 1 1 1 1 1 1
d)Calculer: 1+ -+ 5 +5c+r+t v+t tqr T35 o0 T

On admettra que le résultat de la question (2) est encore vrai si la série [u,],>0 est absolument convergente.

Dans les questions (3) et (4), on choisit : u, = % ; on rappelle que [u,].=0 est une série convergente

(mais non absolument convergente) de somme S = In(2) .
(3) On modifie I’ordre des termes pour obtenir la série [ts(;)]n0
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a) On considere la série [w,],>0 obtenue en regroupant 3 termes consécutifs de [uq(n)]n0

(wo =1+ -2 ,wi =+ +4 — 4, etc.) ; préciser I'expression de w, .

b) On pose H, =Y % pour n > 1 . Montrer que, pour 1 <m < n,ona:
p=1

In f’;l <H,-H, <InZ (onpourras’aider de figures.)

m+1
n n
AN _ 1
¢) On pose : A, —2}5 et B, —;ﬁ pourn > 1.
p= p=

Exprimer A, a ’aide de H, et B, a I’aide de H, et Hy, .

d) On pose : W, = > w, pourn > 0 .
p=0
Exprimer W, a I’aide de termes des suites (A,) et (B,) et en déduire que :
Wy = (Hanea — Hon2) + 3 (Howeo — Huit) -
e) Montrer alors que la série [w,],>0 converge et calculer sa somme W.
f) Montrer enfin que la série [uq(x)]n>0 converge et déterminer sa somme. Qu’en concluez-vous ?

(4) On modifie I’ordre des termes pour obtenir la série [#s(;)]n0
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Montrer que la série [u4(,)] =0 est divergente.

Pour cela, considérer la série [x,],=0 obtenue en regroupant 2" + 1 termes consécutifs de [#s(n)]n=0
(xo=1-4,x1 = +++ — -, etc.), préciser I’expression de x,, minorer x, de fagon a montrer que la
série [x,],=0 est (grossierement) divergente, et conclure en raisonnant par 1’absurde.



