
T2 B 19 septembre 2008

MATHÉMATIQUES

(1) Calculer le déterminant Δ =

0 1 1 1

1 0 a2 b2

1 a2 0 c2

1 b2 c2 0

.

(On donnera le résultat sous forme factorisée.)

(2) On désigne par E l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients réels, et

par φ l’endomorphisme de E défini, pour A ∈ E, par φA =
t
A (où tA désigne la transposée de A).

Quel est le déterminant de φ ? (On commencera par écrire la matrice de φ dans une base de E.)

Même question quand E est l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3.

Essayer ensuite de généraliser.

(3) Calculer les déterminants d’ordre n :

Δ1 =

1 2 3 4 ... n

−1 0 3 4 ... n

−1 −2 0 4 ... n

−1 −2 −3 0 ... .

. . . . ... n

−1 −2 . . 1 − n 0

; Δ2 =

a1 a1 a1 . ... a1

a1 a2 a2 . ... a2

a1 a2 a3 a3 ... a3

. . . . ... .

. . . . ... .

a1 a2 a3 a4 ... an

.

(4) On considère, pour n ≥ 2, le déterminant Δn = |δi,j | d’ordre n défini par :

δi,j = 1 si i ≠ j , δi,i = i + 1 si i ≤ n − 1 , et δn,n = 1 .

a) Ecrire le déterminant Δn sous forme de tableau puis le calculer.

On étudie maintenant, pour n ≥ 1, le déterminant Dn = |di,j | d’ordre n défini par :

di,j = 1 si i ≠ j , et di,i = i + 1 .

b) Montrer que, pour n ≥ 2 , on a : Dn − Δn = nDn−1 (penser à la multilinéarité).

c) On pose, pour n ≥ 1, an = Dn

n!
; donner, pour n ≥ 2 , une relation simple entre an et an−1.

d) En déduire Dn pour n ≥ 1 . (On exprimera la réponse à l’aide de Hn = ∑
k=1

n 1
k

.)

Vérifier le résultat obtenu pour n = 2, n = 3.
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